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1 Johdanto
Tämä pro gradu-tutkielma käsittelee Pythagoraan lausetta sekä Pythagoraan
kolmikoita eli niitä kokonaislukuja, jotka toteuttavat Pythagoraan lauseen.
Työn toinen puoli käsittelee lauseen todistamista pääasiassa geometrian kannal-
ta toisen puolen keskittyessä lukuteorian avulla primitiivisiin kolmikoihin.
1.1 Pythagoras
Pythagoras Samoslainen (n. 575-500 eKr.) syntyi Samoksen saarella Kreikas-
sa. Hän opiskeli läheisessä Miletoksessa Anaksimanderin oppilaana, mutta
matkusti laajalti Egyptiin, Syyriaan ja Babyloniaan, missä hän perehtyi en-
tisten aikojen matematiikkaan. Hän asettui Samokseen opintomatkojensa
jälkeen, missä opetti matematiikkaa ja losoaa saavuttamatta kuitenkaan
menestystä.
Pythagoras muutti Etelä-Italiaan Crotoniin ja perusti sinne pythago-
ralaisen veljeskunnan. Tämän veljeskunnan jäsenet muodostuivat Pythago-
raan innokkaimmista ja luotettavimmista oppilaista. Ei tiedetä tarkkaan,
mitkä pythagoralaisilta tunnetut asiat ovat Pythagoraan keksimiä ja mitkä
hänen oppilaidensa, sillä tiedot olivat yhteisiä ja niitä pidettiin salassa. Vasta
Pythagoraan kuoltua ja veljeskunnan laajennuttua tietoja pääsi vuotamaan
ulkopuolisille. Sata vuotta myöhemmin elänyt pythagoralainen Filolaos oli
se, joka kirjasi ylös pythagoralaisten saavuttamia tietoja.
Pythagoraan ensimmäiset tieteelliset työt käsittelivät tähtitiedettä, hä-
nen sanotaan opettaneen ensimmäisenä, että Maa on pallonmuotoinen. Mui-
ta luonnontieteen oletuksia, joita Pythagoraan mukaisesti opetettiin, oli ää-
nenkorkeuksien ja kielten pituuksien suhteet. Sen mukaan äänenkorkeuksien
suhteet voitiin ilmaista lukujen suhteena. Kaksi kieltä, jotka ovat yhtä kireäl-
lä, ovat oktaavin äänenvoimakkuudella toisistaan, jos toinen kielistä on kaksi
kertaa ensimmäisen mittainen.
Ääniopin lukusuhteiden yksinkertaisuus sai Pythagoraan uskomaan maail-
mankaikkeuden koostuvan luvuista ja niiden suhteista, joten hän jatkoi luku-
jen matemaattisten ominaisuuksien tutkimista. Lukujen tutkimisesta seurasi
taidokkaita lukuteoreettisia tuloksia, kuten esimerkiksi lukujen täydellisyys,
ystävällisyys ja ihanteellisuus. Täydellinen luku on tekijöidensä summa, es-
imerkiksi luku 6 on täydellinen, sillä 6 = 1 + 2 + 3 ja luvut 1, 2 ja 3 ovat
luvun 6 tekijoitä. Luvut ovat ystävällisiä, jos ne ovat toinen toisensa tekijöi-
den summa. Lukupari 220 ja 284 on ystävällinen, sillä 220 = 1 · 2 · 2 · 5 · 11
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ja 284 = 1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110. Vastaavasti
284 = 1 · 2 · 2 · 71 ja 220 = 1 + 2 + 4 + 71 + 142. Luvut ovat samalla myös
pienimmät ystävälliset luvut. Luku 10 on ihanteellinen, sillä se on summa
luvuista 1, 2, 3 ja 4.
Tunnetuimmat pythagoralaisten keksinnöt ovat irrationaalilukujen kehit-
tely sekä Pythagoraan lauseen muodostaminen ja sen todistaminen. Pythago-
raan lausetta kokonaisluvuilla on kylläkin käytetty aiemminkin, esimerkiksi
egyptiläiset maanmittarit mittasivat jo faaraoiden aikaan Niilin tulvien jäl-
keen maata piirtämällä suoran kulman pingoittamalla kolmion muotoiseksi
naru, jonka sivujen suhteet olivat 3 : 4 : 5. (3, 4, 5) on tunnetuin Pythagoraan
kolmikko eli luvut toteuttavat Pythagoraan lauseen 2.1.1. [8, 15-18℄
1.2 Pythagoraan lausetta koskevia aputuloksia
Kaksiulotteisessa avaruudessa voidaan muodostaa tasokuvioita suorien avul-
la. Kuviot jaetaan sen mukaan, montako kulmaa ja samalla sivua kuvioon
tulee.
Määritelmä 1.2.1. Suorakulmaisen nelikulmion (Kuva 1 (a)) pinta-ala las-
ketaan kertomalla kuvion kanta ja korkeus keskenään:
A = kanta · korkeus. (1.1)





mikä on puolet vastaavan suorakulmion alasta, sillä suorakulmio saadaan
jaettua kahteen samankokoiseen kolmioon.





jossa kantasivut ovat puolisuunnikkaan samansuuntaiset sivut.
Monikulmioita (esim. kolmiot ∆ABC ja ∆A′B′C ′) sanotaan yhteneviksi,
jos ne ovat yhdenmuotoiset ja -kokoiset. Kuviot voidaan asettaa päällekkäin
kärjistään kiertämällä tai peilaamalla, jolloin kärkien lisäksi sivut yhtyvät.
Yhtenevyyttä merkitään ∆ABC ∼= ∆A′B′C ′. Yhtenevissä kuvioissa toisiaan
vastaavat sivut ovat yhtä pitkät ja niitä merkitään |AB| = |A′B′|.
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(a) (b) ()
Kuva 1: (a) SuorakulmioEFGH (b) KolmioAEC () Puolisuunnikas ABCD
Kuva 2: Yhtenevät kolmiot ABC ja A′B′C ′.
Lause 1.2.2. Kaksi kolmiota ovat yhteneviä, mikäli
1. sss: Molemmista kolmioista löytyy kolme yhtä pitkää sivua.
2. sks: Kolmioissa on kaksi yhtä pitkää sivua ja sivujen välinen kulma on
yhtä suuri.
3. ksk: Kolmioissa on kaksi yhtä suurta kulmaa ja niiden välinen sivu on
yhtä pitkä molemmissa kolmioissa.
4. kks: Kolmioissa on kaksi yhtä suurta kulmaa ja yksi yhtä pitkä sivu.
Todistus. Kolmioiden yhtenevyys on todistettu monessa eri lähteessä, muun
muassa sivulla [13℄, joten todistus sivuutetaan tässä yhteydessä. 
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2 Pythagoraan lause ja sen todistukset
Tässä luvussa on paitsi esitelty Pythagoraan lause, niin myös esitelty erilaisia
todistuksia sekä joidenkin todistusten taustaa.
2.1 Pythagoraan lause
Meille on trigonometriasta tuttu kateettien ja hypotenuusan suhteesta kerto-
va lause: kateettien neliöiden summa on yhtä suuri kuin hypotenuusan neliö.
Tätä lausetta kutsutaan Pythagoraan lauseeksi.
Kuva 3: Suorakulmainen kolmio, jolla on kateetit x ja y ja hypotenuusa z.
Lause 2.1.1. (Pythagoraan lause) Jos suorakulmaisen kolmion kateet-
tien pituudet ovat x ja y, niin niiden neliöiden summa on yhtä suuri kuin
hypotenuusan pituuden z neliö:
x2 + y2 = z2.
Pythagoraan lausetta on todistettu hyvin monessa eri lähteessä ja monena
eri aikana. Todistuksia ovat koonneet esimerkiksi Loomis [10℄ ja Bogomolny
[3℄.
2.2 Eukleideen todistus
Eukleides Aleksandrialainen, kreikkalainen matemaatikko, joka eli noin vuo-
sina 320-270 eKr., muodosti Pythagoraan lauseelle tunnetun todistuksen, jos-
sa käytetään hyväksi kolmioiden yhtenevyysominaisuutta (Lause 1.2.2). Eu-
kleideen tunnetuin teos 'Alkeet' oli geometrian oppikirja yli kahden tuhan-
nen vuoden ajan lukemattomina käsintehtyinä kopioina ja kirjapainon ke-
hittymisen jälkeen tehtyinä painoksina. Alkeissa on määritelty geometrian
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peruskäsitteet ja oletukset sekä johdettu suuri määrä lauseita. Kirja sisältää
hyvin vähän Eukleideen omia tuloksia ja Pythagoraan lauseen todistus onkin
ainoa, jota pidetään hänen omanaan. Teos on opettanut täsmälliseen todis-
tamiseen, mikä johti sen tärkeyteen oppikirjana. [8, 23-26℄
Lause 2.2.1. Kolmio, joka on suorakulmainen, toteuttaa Pythagoraan lauseen
a2 + b2 = c2, mikäli sen kateetit ovat a ja b ja sen hypotenuusa on c.
Todistus. Todistus lähtee liikkeelle suorakulmaisesta kolmiosta, jonka sivuille
on piirretty neliöt (kuva 4).
Kuva 4: Suorakulmainen kolmio, jonka sivut a, b ja c.









on puolestaan puolet suorakulmiosta BGJK, jonka pinta-ala on ch. Tulee
vielä osoittaa, että kolmiot DBC ja ABG ovat yhtenevät eli ∆DBC ∼=
∆ABG, jolloin a2 = ch.




Kuva 5: (a) kolmio DBC ja neliö DBAE (b) kolmio ABG ja suorakulmio
BGJK
Samoin on laita myös neliössä CBGF (ks. Kuva 6: b)), jonka sivujen pituudet
ovat c, jolloin
|BC| = |BG|.
Lisäksi kolmioiden vastaavien sivujen välissä oleva kulma on yhtä suuri, sillä
∠DBC = ∠DBA+ ∠ABC = 90◦ + ∠ABC
= ∠ABC + ∠CBG = ∠ABG.
Siispä kolmiot ovat yhtenevät yhtenevyyslauseen (sks) nojalla. Koska kolmioiden
pinta-alat ovat yhtä suuret, myös niitä vastaavien neliön DBAE ja suorakul-
mion BGJK pinta-alat ovat yhtä suuret (Kuva 6: b)).
Vastaavasti todistetaan neliö ACHI ja suorakulmio CFJK yhtä suuriksi
Kuvien 7 ja 8 avulla.

2.3 Todistus kiertojen avulla.
Kiertojen avulla todisti jo arabi Thãbit ibn Qurra (836-901), joka oli pait-
si matemaatikko, fyysikko, tähtitieteilijä ja loso, niin myös kääntäjä, joka
käänsi kreikkalaisten matemaatikkojen töitä. Hän tutki matematiikassa ge-
ometriaa, tilastotieteitä ja lukuteoriaa, musiikkia sekä lääketiedettä. [7℄
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(a) (b)
Kuva 6: (a) Yhdenmuotoiset kolmiot DBC ja ABG (b) Yhtä suuret nelikul-
miot
a) b) )
Kuva 7: a) kolmio BCI ja neliö ACHI, b) vaihe 7 ja ) vaihe 8
Tämä todistus lähtee liikkeelle a- ja b-sivuisista neliöistä. Neliöt asetetaan
vierekkäin, jolloin niiden yhteiseksi pinta-alaksi muodostuu a2 + b2 (Kuva 9
(a)).
Neliöihin voidaan muodostaa kaksi samankokoista suorakulmaista kolmio-
ta Kuvan 9 (b)-kohdan mukaisesti piirtämällä c:n mittaiset janat, jotka leikkaa-
vat neliöiden nurkissa. Kiertämällä neliössä b2 olevaa kolmiota vastapäivään
90◦ (Kuva 10 (a)) ja toista kolmiota myötäpäivään saman verran (Kuva 10




Kuva 8: a) neliö ACHI ja suorakulmio CFJK, b) Lopullinen pinta-alojen
vastaavuus
(a) (b)
Kuva 9: (a)Neliöt a2 ja b2. (b) Neliöiden jakaminen kolmioiksi.
2.4 da Vinin todistus
Leonardo da Vini oli italialainen renessanssiajan yleisnero (1452-1519). Hän
oli tiedemies, insinööri, keksijä, taidemaalari, kuvanveistäjä, arkkitehti, kasvi-
tieteilijä, muusikko ja kirjailija. Hän ei jättänyt matematiikkaa ja siihen kuu-
luvaa Pythagoraan lausetta käsittelemättä. Hän kehitti lauseelle todistuksen,
jossa hyödynnetään yhteneviä kuvioita.
Kuvaan 11 on piirretty paitsi suorakulmainen kolmio ja sen sivuilla ole-
vat neliöt, niin myös kaksi ylimääräistä suorakulmaista kolmiota, jotka ovat
yhtä suuret kuin alkuperäinen kolmio. Nelikulmiot ABFJ , JGCA, EBCH
ja EDIH ovat yhteneviä keskenään, sillä kaikista löytyy yhtä pitkät sivut a,
8
(a) (b) ()
Kuva 10: (a) Kolmion kierto. (b) Toisen kolmion kierto () Neliö c2.
Kuva 11: Teräväkärkinen kolmio.
b ja c sekä pitkä sivu, joka on 45◦ kulmassa sivuun a nähden. Siispä
AABFJ + AJGCA = AEBCH + AEDIH .
Koska
AABFJ + AJGCA = c
2 + 2 · A∆ABC
ja
AABFJ + AJGCA = a
2 + b2 + 2 ·A∆ABC ,
niin c2 = a2 + b2.
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2.5 Presidentti Gareldin todistus
Moni Yhdysvaltojen presidentti on pitänyt matematiikkaa tärkeänä. Esimer-
kiksi George Washington, Abraham Linoln tai Ulysses S. Grant eivät itse
olleet lainkaan matematiikan alalla, mutta käyttivät matematiikkaa paljon.
Linoln itse väitti lukeneensa Eukleideen Alkeet kyetäkseen ymmärtämään
demonstraation merkityksen ja Grant hyödynsi matematiikkaa ollessaan ka-
dettina sotaväessä. [6℄
Yhdysvaltojen presidentti J. A. Gareld (1831-1881) opetti valmistu-
misensa jälkeen matematiikkaa ollegessa, jossa oli opiskellut jokin aika aiem-
min. Hän vietti hiljaista akateemista elämää, mutta maan ollessa sisällisso-
dan partaalla hänet valittiin senaattiin ja sodassa hän päätyi korkealle armei-
jakunnassa. Hänet valittiin sodan loppupuolella kongressiin, missä ollessaan
hän keksi Pythagoraan lauseelle todistuksen, johon käytetään avuksi puoli-
suunnikasta.
Kuvassa 12 on kaksi samanlaista suorakulmaista kolmiota, joiden avulla
saadaan aikaan puolisuunnikas, jonka sivujen pituudet ovat a ja b. Puoli-
suunnikkaan korkeudeksi saadaan tällöin a + b.
Kuva 12: Puolisuunnikas, jonka kannat ovat a ja b ja korkeus a + b.





· (a + b). (2.1)
Toisaalta kuviossa on kolme suorakulmaista kolmiota. Kahdessa samanlaises-
sa kolmiossa, joiden sivut ovat a, b ja c, sivujen a ja c välinen kulma olkoon
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β ja sivujen b ja c välinen kulma α. Koska kolmiot ovat suorakulmaisia, niin
α + β = 90◦. Tällöin myös suurin kolmio on suorakulmainen, sillä sivujen
c ja c välisen kulman kärki sijoittuu samaan kohtaan kuin kulmat α ja β
muodostaen oikokulman 180◦.











Yhdistämällä yhtälöt (2.1) ja (2.2), saadaan
(a+ b) · (a + b) = a · b+ a · b+ c · c,
joten a2 + b2 = c2.
2.6 Loomis'n todistus
E. S. Loomis (1852-1940) on kirjoittanut tunnetun teoksen Pythagoraan
lauseen todistuksista, mikä julkaistiin ensimmäisen kerran vuonna 1927. Hän
kehitti eri todistuksia itsekin. Eräs näistä on todistus, jossa käytetään hyväk-
si kolmion sisälle piirrettyä ympyrää ja kolmioiden yhtenevyyttä (Kuva 13)
[11℄.
Kuva 13: Loomis'n todistus.
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Olkoon ABC suorakulmainen kolmio, jonka sivut ovat ympyrän O tan-
gentit eli ympyrän keskipisteestä on jokaiselle kolmion sivulle yhtä pitkä mat-
ka. Koska ympyrän keskipiste on kolmion kulmanpuolittajien leikkauspis-
teessä, niin kolmiossa on yhteneviä kolmioita, jotka sijaitsevat alkuperäisen
kolmion kutakin kärkeä vastaan ja jokaisen kolmion yksi kärki on ympyrän
keskipisteessä (ks. Kuva 14). Merkitään ympyrän ja kolmion leikkauspisteitä
E, F ja G.
Kuva 14: Loomis'n todistus.
Nyt saadaan Lauseen 1.2.2 4-kohdan mukaan yhteneviä kolmioita∆AEO ∼=
∆AFO, ∆CEO ∼= ∆CGO sekä ∆BGO ∼= ∆BFO. Siispä |AE| = |AF |,
|BG| = |BF | ja |CE| = |CG|. Toisaalta, koska kulmat ∠FAE, ∠AEO ja
∠OFA ovat suoria kulmia, täytyy myös kulman ∠EOF olla suora, sillä ne-
likulmion kulmien summa on 360◦ = 4 · 90◦. Ja koska viereiset sivut FO ja
EO ovat yhtä pitkät, myös sivut AF ja AE ovat yhtä pitkät, joten kuvio
AFOE on neliö, jonka sivujen pituus on r. Saadaan sivujen pituuksiksi
a = AC = AE + EC,
b = AB = AF + FB ja
c = BC = BG+GC,
josta voidaan kirjoittaa sivujen FB ja EC lausekkeiksi
FB = AB − AF = b− r ja
EC = a− AE = a− r.
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Siispä
c = BG+GC = BF + CE.
Sijoittamalla tähän lausekkeeseen sivujen FB ja EC yhtälöt, saadaan
c = b− r + a− r,
joten
c+ 2r = a + b.
Korotetaan yhtälön molemmat puolet toiseen potenssiin, jotta päästään lähem-
mäksi Pythagoraan lauseen muotoa:
(c+ 2r)2 = (a + b)2
c2 + 4cr + 4r2 = a2 + 2ab+ b2.
Nyt c2 = a2 + b2, jos 4cr + 4r2 = 2ab. Kuitenkin 4cr + 4r2 voi olla su-
urempi, yhtä suuri tai pienempi kuin 2ab. Jos 4cr + 4r2 > 2ab, niin c2 +
4cr + 4r2 > a2 + 2ab + b2, jolloin c + 2r > a + b, mikä on ristiriidassa alku-
peräisen yhtäsuuruusyhtälön kanssa. Vastaavasti jos 4cr + 4r2 < 2ab, niin
c2+4cr+4r2 < a2+2ab+ b2 ja c+2r < a+ b, mikä sekin on mahdottomuus.
Siispä
4cr + 4r2 = 2ab,
mistä seuraa, että
c2 = a2 + b2.
2.7 Tao Tongin todistus
Vuonna 1994 Mathematis Teaher -lehdessä esitettiin seuraava todistus, joka
on Tao Tongin ansiota.
Olkoot kaksi yhtenevää kolmiota ABC ja EAD siten, että sivu AE on si-
joitettu AC kuvan 15 mukaisesti. Yhdistetään pisteet C ja D, jolloin saadaan











Kuva 15: Kolmiot ABC ja EAD.
a) b)
Kuva 16: a) Kolmioiden suorat kulmat, b) Sivujen uudet merkinnät.
Kuvassa 16 a) on merkitty kolmioiden suorat kulmat, joten voidaan laskea
kolmioiden pinta-alat helposti. Viereiseen kuvaan 16 b) on merkitty sivut
siten, että yhtälöt (2.3) ja (2.4) voidaan merkitä






Koska kulmaAFB on suora ja∠B sisältyy sekä kolmioonABC että kolmioon













Sijoittamalla tämä yhtälöön (2.5), saadaan










c2 = a2 + b2.
2.8 Todistus suunnikassäännollä
Suunnikassäännön mukaan (Kuva 17) suunnikkaan kaikille sivuille tehtyjen
neliöiden pinta-alat yhteensä ovat yhtä suuret kuin suunnikkaan halkaisi-
joiden neliöiden summa. Matemaattisesti kirjoitettuna yhtälö näyttää seu-
raavalta: ∣∣t− s∣∣2 + ∣∣t+ s∣∣2 = 2(∣∣t∣∣2 + |s|2)
[3℄
(a) (b) ()
Kuva 17: Suunnikassäännön kuviot.
Todistetaan suunnikassääntö vektorien avulla. Vektori on suure, jolla on
suunta ja suuruus.
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Piste- eli skalaaritulo a · b määritellään vektorioperaationa siten, että
lasketaan vektoreita, mutta vastaukseksi saadaan skalaariarvo. Pistetulo-
operaatiossa on voimassa vaihdannaisuus eli a · b = b · a ja osittelulaki
a · (b + c) = a · b + a · c. Skalaaritulossa lasketaan samansuuntaisten yk-
sikkövektorien tulot yhteen, esimerkiksi kun a = 2̂i + 3ĵ ja b = −7̂i − 9ĵ,
niin
a · b = 2(−7) + 3(−9) = −14 − 27 = −41.
Vaihdannaisuuden ja osittelulain seurauksena voidaan laskea vektorien a
ja b vektorisumman a+ b pistetulo itsensä kanssa kirjoittamalla
(a+ b) · (a + b) = a · a+ a · b+ b · a+ b · b
= a · a+ 2a · b+ b · b.
Kun määritellään vektorin d pituus eli normi pistetuloksi itsensä kanssa∣∣d∣∣2 = d · d, saadaan edellisestä yhtälöstä
∣∣a + b∣∣2 = |a|2 + 2a · b+ |b|2. (2.6)
Lisäksi voidaan laskea vektorien erotuksen normi:∣∣a− b∣∣2 = (a− b) · (a− b)
= a · a− a · b− b · a+ b · b
= |a|2 − 2a · b+ |b|2.
Laskemalla yhteen edellinen yhtälö sekä yhtälö (2.6), saadaan∣∣a+ b∣∣2 + ∣∣a− b∣∣2 = |a|2 + 2a · b+ |b|2 + |a|2 − 2a · b+ |b|2
= 2|a|2 + 2|b|2 + 2a · b− 2a · b
= 2(|a|2 + |b|2),
mitä piti saadakin suunnikassäännöksi.
Silloin, kun suunnikas on suorakulmio (Kuva 18), vektorit ovat toisiaan
vastaan kohtisuorassa.
Jos vektorit ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, niiden pistetulo on nolla.
Esimerkiksi yksikkövektorit a = î ja b = ĵ ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan
ja a · b = î · ĵ = 1 · 0 + 0 · 1 = 0.
16
Kuva 18: Suorakulmainen suunnikas.
Suorakulmaisen suunnikkaan tapauksessa a⊥b, joten voidaan laskea∣∣a− b∣∣2 = |a|2 − 2a · b+ |b|2
= |a|2 + |b|2 − 2 · 0
= |a|2 + |b|2
ja ∣∣a+ b∣∣2 = |a|2 + 2a · b+ |b|2
= |a|2 + 2 · 0 + |b|2
= |a|2 + |b|2,
joten päästiin Pythagoraan lauseeseen. Tästä huomataan myös se, että suo-
rakulmion halkaisijat ovat yhtä pitkät.
2.9 Trigonometrialla todistaminen
Pitkään oletettiin, että Pythagoraan lausetta voi todistaa vain algebran ja
geometrian avulla eikä yhtään trigonometrista todistusta ollut löytynyt. Niin
uskoi myös E. S. Loomis kootessaan kirjansa lauseen todistuksista. Vuonna
2009 Jason Zimba osoitti oletuksen vääräksi. [14℄
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Kuva 19: Suorakulmainen kolmio.
Kuten tunnettua, suorakulmaisessa kolmiossa (Kuva: 19) kulman sini ja
















Olkoon suorakulmaisessa kolmiossa suoran kulman lisäksi kulmat α ja β.
Koska kyseessä on suorakulmainen kolmio, kulmat α ja β ovat väliltä ]0, pi
2
[.
Oletetaan lisäksi, että α < β, jolloin myös 0 < β − α < pi
2
. Tällöin voidaan
kuvasta 20 päätellä erotuksen sinin ja kosinin laskukaavat. Laskukaavoiksi
saadaan
sin(β − α) = sin β cosα− cos β sinα (2.9)
ja
cos(β − α) = cos β cosα+ sin β sinα. (2.10)
Näiden laskukaavojen avulla voidaan todistaa Pythagoraan lause. Olkoon
x ∈]0, pi
2
[ ja olkoon y mikä tahansa luku välistä 0 < y < x < pi
2
. Tällöin sekä x
ja y että x− y sijoittuvat välille ]0, pi
2
[. Käyttämällä yhtälöitä (2.10) ja (2.9)
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Kuva 20: Erotuksen sini ja kosini.
saadaan muodostettua seuraava lasku
cos y = cos(x− (x− y))
= cosx cos(x− y) + sin x sin(x− y)
= cos2 x cos y + cosx sin x sin y + sin2 x cos y + sin x cosx sin y
= (cos2 x+ sin2 x) cos y,
joka voidaan jakaa puolittain cos y:lla, sillä cos :]0, pi
2
[→]0, 1[ eli kosinin arvot
ovat väliltä ]0, 1[. Tällöin saadaan cos2 x+ sin2 x = 1.
Sijoittamalla saatuun yhtälöön sinin ja kosinin lausekkeet yhtälöiden (2.7)









joka voidaan kertoa puolittain c2:lla, jolloin saadaan
b2 + a2 = c2.
2.10 Kosinilause
Kosinilauseen avulla saadaan tylppä- ja teräväkärkisten kolmioiden sivut
selvitettyä. Käytettäessä kosinilausetta suorakulmaiseen kolmioon, saadaan
aikaan Pythagoraan lause, joten kosinilause on laajennus Pythagoraan lauseesta.
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Lause 2.10.1. Jos a ja b ovat kolmion kahden sivun pituudet ja γ on niiden
välisen kulman suuruus, niin
c2 = a2 + b2 − 2ab · cos γ,
jossa sivu c on kulman γ vastainen sivu.
Kuva 21: Teräväkärkinen kolmio.
Todistus. 1◦ Teräväkärkisestä kolmiosta (Kuva 21) saadaan kaksi suorakul-
maista kolmiota piirtämällä kolmioon korkeusjana x, joka jakaa sivun b osi-
in, joiden pituudet ovat y ja z (eli b = y + z). Tällöin voidaan muodostaa
Pythagoraan lauseen mukainen yhtälö
c2 = x2 + y2. (2.11)









⇒ x = a sin γ
kulman γ kosinin ja sinin avulla, päästään yhtälössä muotoon
c2 = x2 + (b− z)2 = (a sin γ)2 + (b− a cos γ)2.
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Tätä lauseketta sieventämällä päästään tulokseen
c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ.
2◦ Kun kolmio on tylppä, ollaan Kuvan 22 tapauksessa. Merkitään kolmion
korkeutta x:llä, jolloin saadaan kaksi suorakulmaista kolmiota. Toisen kolmion
hypotenuusa on c ja toinen kateetti a+y, kun taas toisen kolmion hypotenu-
usa on b ja kateetti y.
Kuva 22: Tylppäkärkinen kolmio.
Tällöin suuremmalle suorakulmaiselle kolmiolle saadaan Pythagoraan lau-
seen mukainen esitys
c2 = x2 + (a+ y)2 (2.12)








⇒ y = b cosα
Muuttamalla kulma α kulmaksi γ, saadaan edellisistä yhtälöistä erotuksen
sinin ja kosinin laskukaavojen (2.9) ja (2.10) avulla
x = b sinα = b sin(pi − γ) = b(sin pi cos γ − cospi sin γ)
= b(0 · cos γ − (−1) · sin γ) = b · sin γ
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ja
y = b cosα = b cos(pi − γ) = b(cos pi cos γ + sin pi sin γ)
= b((−1) · cos γ − 0 · sin γ) = b · (− cos γ)
Sijoittamalla nyt nämä x:n ja y:n lausekkeet yhtälöön (2.12), päästään muo-
toon
c2 = x2 + (a+ y)2 = (b sin γ)2 + (a+ b(− cos γ))2,
jota sieventämällä saadaan
c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ,
joka on haluttu lauseke.
3◦ Suorakulmaisen kolmion tapauksessa kulma γ on 90◦, jolloin kosini-
lauseesta saadaan
c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ = a2 + b2 − 2ab · 0 = a2 + b2,
eli päädytään Pythagoraan lauseeseen, mikä on tosi suorakulmaisilla kolmioil-
la. 
Kosinilauseen todistuksen kohdasta 3 huomataan, että Pythagoraan lause
on Kosinilauseen erikoistapaus, sillä se pätee vain suorakulmaisille kolmioille,
kun taas kosinilause pätee kaikenlaisille kolmioille.
Esimerkki 2.10.2. Selvitä, paljonko aitaa tarvitaan, jos eläinten aitaus (Ku-
va 23) on kolmion muotoinen, sen yksi sivu on 3 metriä ja toinen 2, 5 metriä.
Sivua, jonka pituus on 3 metriä, vastaan olevan kulman suuruus on 60◦.
Ratkaisu. Käytetään kosinilausetta 2.10.1, jonka mukaan
c2 = a2 + b2 − 2ab · cos γ.
Sijoittamalla yhtälöön c = 3, a = 2, 5 ja γ = 60◦ ja siirtämällä c2 toiselle
puolen yhtälöä, saadaan yhtälöstä
0 = −b2 + 2ab cos γ + (c2 − a2)
Toisen asteen yhtälön ratkaisukaavalla voidaan ratkaista tästä yhtälöstä b:n
arvo
b =
−2a cos γ ±
√
(−2a cos γ)2 − 4 · (−1) · (c2 − a2)
2 · (−1)
=
−2 · 2, 5 cos 60◦ ±
√
(−2 · 2, 5 cos 60◦)2 − 4 · (−1) · (32 − 2, 52)
2 · (−1)
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Kuva 23: Eläinten aitaus.
jolloin saadaan vastaukset
b = −0, 8266 ja b = 3, 3266.
Koska sivun pituus ei voi olla negatiivinen, vastaukseksi käy ainoastaan b =
3, 3m. Siispä aitaa tarvitaan
3m+ 2, 5m+ 3, 3m = 8, 8m.
3 Pythagoraan kolmikot
Pythagoraan kolmikot ovat sellaisia kolmen kokonaisluvun yhdistelmiä, jotka
toteuttavat Pythagoraan lauseen. Tunnetuin tällainen on kolmikko (3,4,5).
Sen tunsivat jo muinaiset babylonialaiset, egyptiläiset ja intiaanit.
3.1 Kolmikoita koskevia määritelmiä ja aputuloksia
Määritelmä 3.1.1. Luku a on jaollinen luvulla b, jos a = kb, missä k ∈ Z.
Tällöin kirjoitetaan b | a, mikä luetaan b jakaa a:n. Jos b ei jaa lukua a,
merkitään b ∤ a.
Esimerkiksi luku 4 jakaa luvun 12, sillä 12 = 3 · 4. Tällöin merkitään
4 | 12. Toisaalta luku 13 ei ole jaollinen luvulla 4, eli 4 ∤ 13.
Määritelmä 3.1.2. Kokonaisluku b on kokonaisluvun c monikerta, jos on
olemassa kokonaisluku m siten, että b = mc.
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Määritelmä 3.1.3. Jos luku d on jaollinen alkuluvulla p, niin p:n sanotaan
olevan luvun d alkutekijä.
Määritelmä 3.1.4. Lukujen a ja b suurin yhteinen tekijä on suurin sellainen
kokonaisluku, joka jakaa luvut a ja b. Merkitään syt(a, b) = d.
Määritelmä 3.1.5. Kun lukujen a ja b suurin yhteinen tekijä on 1 (syt(a, b) =
1), luvut ovat keskenään suhteelliset alkuluvut.
Lause 3.1.6. (Kokonaislukujen jakoyhtälö). Kokonaisluvuille a ja b on ole-
massa yksikäsitteiset kokonaisluvut q ja r, jotka toteuttavat yhtälön
a = qb+ r siten, että 0 ≤ r < b.
Lukuja q ja r kutsutaan lukujen a ja b jakolaskun osamääräksi ja jäännök-
seksi.
Todistus. Sivuutetaan, katso esim. [4, 17℄. 
Lause 3.1.7. Nollasta poikkeaville kokonaisluvuille a ja b, on olemassa koko-
naisluvut x ja y siten, että
syt(a, b) = ax+ by.
Todistus. Sivuutetaan. [4, 21℄ 
Seuraus 3.1.8. Olkoot a ja b nollasta poikkeavat kokonaisluvut. Tällöin
joukko
T = {ax+ by | x, y ∈ Z}
on tarkalleen kaikkien luvun d = syt(a, b) monikertojen joukko.
Todistus. Sivuutetaan. 
Lemma 3.1.9. Olkoot a ja b nollasta poikkeavat kokonaisluvut. Tällöin a ja
b ovat keskenään suhteelliset alkuluvut jos ja vain jos on olemassa kokonais-
luvut x ja y siten, että 1 = ax+ by.
Todistus. Jos a ja b ovat keskenään suhteelliset alkuluvut, niin syt(a, b) = 1.
Tällöin Lauseen 3.1.7 mukaan 1 = ax + by. Käänteisesti; oletetaan, että
1 = ax + by joillakin x ja y ja syt(a, b) = d. Koska d | a ja d | b, niin jaol-
lisuudesta johtuen (ks. [4, 20℄) d | (ax+ by) tai d | 1. Koska d on positiivinen
kokonaisluku ja jos d | 1, niin d = 1, joten syt(a, b) = 1. 
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Todistus. Koska sekä a että b ovat jaolliset d:llä, niin saadaan kokonaislu-
vut jälkimmäiseen syt:n lausekkeeseen. Olkoon syt(a, b) = d, jolloin Lauseen










) = 1. 
Lause 3.1.11. (Euklideen lemma). Jos a | bc, silloin kun syt(a, b) = 1, niin
a | c.
Todistus. Lauseen 3.1.7 mukaisesti voidaan kirjoittaa yhtälö 1 = ax + by,
jossa x ja y ovat kokonaislukuja. Kertomalla tämä yhtälö puolittain luvulla
c, päästään muotoon
c = 1 · c = (ax+ by)c = axc + byc = (ac)x+ (bc)y.
Koska a | ac ja a | bc, niin a | (acx+ bcy) mikä voidaan kirjoittaa myös
muodossa a | c. 
Lemma 3.1.12. Jos p on alkuluku ja p | ab, niin p | a tai p | b.
Todistus. Jos p | a, niin väite on tosi. Oletetaan siis, että p ∤ a. Koska p
on alkuluku, niin sillä on ainoastaan alkutekijät 1 ja p, mistä seuraa, et-
tä syt(a, p) = 1 silloin, kun p ∤ a. Nyt saadaan Eukleideen lemman 3.1.11
seurauksena, että p | b. 
Lause 3.1.13. (Aritmetiikan peruslause). Jokainen luonnollinen luku n ≥ 2
on joko alkuluku tai voidaan esittää yksikäsitteisenä tulona
n = pa11 p
a2
2 · · · p
ar
r ,
jossa luvut pi ovat eri alkulukuja ja ai ∈ N.
Todistus. Sivuutetaan. Katso esim. [9, 174-175℄. 
Määritelmä 3.1.14. Luvun a sanotaan olevan kongruentti luvun r kanssa
modulo b, jos a = kb+ r, missä k ∈ Z. Tällöin merkitään a ≡ r (mod b).
Esimerkiksi luku 8 on kongruentti luvun 2 kanssa modulo 3, sillä 8 =
2 · 3 + 2, mikä merkitään 8 ≡ 2 (mod 3). Pidetään tunnettuina kongruenssi-
yhtälöiden yhteen- ja kertolaskut puolittain.
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Lemma 3.1.15. Jos ab = cn, missä a, b ∈ N ja syt(a, b) = 1, niin on
olemassa positiiviset kokonaisluvut a1 ja b1, joille a = a
n
1
ja b = bn
1
.
Todistus. Olkoot a > 1 ja b > 1. Jos
a = pk11 p
k2
2 · · · p
kr




2 · · · q
js
s
ovat a:n ja b:n alkutekijät Aritmetiikan peruslauseen 3.1.13 mukaan pitäen
samalla mielessä, että syt(a, b) = 1, yksikään pi ei löydy lukujen qi joukosta.
Siispä tulon ab alkutekijäesitys on
ab = pk11 · · · pr
krqj11 · · · q
js
s .
Oletetaan, että c on jaettu alkutekijöihinsä muodossa c = ul11 u
l2
2 · · ·u
lt
t . Täl-
löin ehdosta ab = cn seuraa, että
pk11 · · · pr






2 · · ·u
nlt
t .
Tästä nähdään, että alkuluvut u1, u2, ..., ut ovat p1, p2,..., pr−1, pr, q1, q2,...,
qs−1, qs ja nl1,..., nlt vastaavat eksponentit k1, ..., kr, j1, ..., js. Siispä jokainen














· · · qjs/ns ,
joten an
1
= a ja bn
1
= b, mitä haluttiinkin. [4, 247-248℄. 
3.2 Pythagoraan yhtälö
Määritelmä 3.2.1. Kokonaislukukolmikko (x, y, z), joka toteuttaa lauseen
x2 + y2 = z2, on nimeltään Pythagoraan kolmikko.
Pythagoraan kolmikko (x, y, z) on primitiivinen silloin, kun syt(x, y, z) =
1. Jos kolmikko ei ole primitiivinen, niin syt(x, y, z) = d > 1. Nyt jos x =
dm, y = dn ja z = dl, niin soveltamalla Seurausta 3.1.10 saadaan, että
syt(m,n, l) = 1 ja kolmikko (m,n, l) on primitiivinen Pythagoraan kolmikko.
Kääntäen; jos (m,n, l) on primitiivinen Pythagoraan kolmikko ja r ∈ N,
niin (rm, rn, rl) on Pythagoraan kolmikko. Siis kaikki Pythagoraan kolmikot
saadaan kertomalla vakiolla primitiivinen kolmikko.
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Lemma 3.2.2. Jos kolmikko (x, y, z) on primitiivinen Pythagoraan kolmikko,
niin syt(x, y) = syt(y, z) = syt(z, x) = 1.
Todistus. Olkoon (x, y, z) primitiivinen Pythagoraan kolmikko. Olkoon myös
syt(x, y) = d > 1 ja p luvun d alkutekijä. Tällöin p|x ja p|y (eli x = kp ja y =
jp, kun k, j ∈ Z). Koska x2+y2 = z2 (eli (kp)2+(jp)2 = (p(k+j))2), niin siitä
seuraa, että p|z2, josta Lemman 3.1.12 mukaisesti p|z. Tällöin syt(x, y, z) = p.
Siis syt(x, y) = 1. Samoin saadaan todistettua, että syt(y, z) = syt(z, x) = 1.

Lemma 3.2.3. Jos Pythagoraan kolmikko (x, y, z) on primitiivinen, niin
toinen kokonaisluvuista x tai y on parillinen ja toinen on pariton.
Todistus. Jos molemmat x ja y ovat parilliset eli 2 | x ja 2 | y, niin myös
2 | x2 ja 2 | y2 ja 2 | (x2 + y2). Tällöin seuraa, että 2 | z2 ja 2 | z (Lemma
3.1.12), jolloin myös z on parillinen ja syt(x, y, z) = 2, mikä on ristiriidassa
primitiivisyyden kanssa.
Jos x ja y ovat parittomat, on x2 ≡ 1 (mod 4) ja y2 ≡ 1 (mod 4), sillä jos n
on parillinen, eli 2 | n ja n = k · 2 + 0. Tällöin n ≡ 0 (mod 2), mistä seuraa,
että n2 = k2 · 22 = l · 4 + 0 eli n2 ≡ 0 (mod 4). Luvun n parillisuudesta
johtuen luku n+1 on pariton, jolloin n+1 = k · 2+1 eli n+1 ≡ 1 (mod 2).
Tällöin (n+ 1)2 ≡ 1 (mod 4). Siispä
z2 = x2 + y2 ≡ 1 + 1 ≡ 2 (mod 4).
Tämä on ristiriidassa sen kanssa, että kaikkien kokonaislukujen neliöt ovat
kongruentteja luvun 0 tai luvun 1 kanssa modulo 4.
Siispä toinen luvuista x ja y on pariton ja toinen on parillinen. 
Oletetaan tästä eteenpäin, että x on parillinen eli 2|x.
Seuraus 3.2.4. Jos Pythagoraan kolmikko (x, y, z) on primitiivinen ja x on
parillinen, niin y ja z ovat parittomat.
Todistus. Se, että y on pariton, on osoitettu edellä. Osoitetaan vielä, että z
on pariton. Se saadaan osoitettua seuraavasti:
x2 + y2 = (2n)2 + (2n+ 1)2,
josta sieventämällä saadaan x2+y2 = 2(4n2+2n)+1. Tähän voidaan sijoittaa
lausekkeen 4n2+2n paikalle k ∈ Z, joten x2+y2 = 2k+1. Koska x2+y2 = z2,
niin z2 = 2k+1 eli z2 on pariton. Koska z2 on pariton, niin myös z on pariton.

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Lemma 3.2.5. Olkoon (x, y, z) primitiivinen Pythagoraan kolmikko. Tällöin
on olemassa keskenään suhteelliset alkuluvut s ja t, joista toinen on parillinen
ja toinen pariton siten, että s > t ja kolmikko saadaan yhtälöillä x = 2st,
y = s2 − t2 ja z = s2 + t2.
Todistus. Olkoon (x, y, z) primitiivinen Pythagoraan kolmikko. Lemman
3.2.3 ja Seurauksen 3.2.4 nojalla silloin, kun x on parillinen, y ja z ovat
parittomat. Parittomien lukujen yhteen- ja vähennyslaskuista seuraa, että
z−y ja z+y ovat parilliset kokonaisluvut eli z−y = 2v ja z+y = 2u, jolloin
saadaan yhtälöpari {
z = 2v + y
z = 2u− y.
(3.1)
Pythagoraan lauseen, sekä summan ja erotuksen neliön avulla saadaan

















Luvut u ja v ovat keskenään suhteelliset alkuluvut, sillä jos syt(u, v) = d > 1,
tällöin d | (u + v) ja d | (u − v), mistä seuraa, että d | y ja d | z, jolloin
syt(y, z) = d, mikä on ristiriidassa sen kanssa, että syt(x, y) = 1. Lemman
3.1.15 nojalla saadaan, että jos luvut u ja v ovat neliöluvut, voidaan merkitä
u = s2 ja v = t2,
missä s ja t ovat positiiviset kokonaisluvut. Korvaamalla u ja v näillä luvuilla,
saadaan sieventämällä yhtälöstä (3.1), jossa z:n lausekkeet merkitään yhtä
suuriksi
y = u− v = s2 − t2.
Tästä, yhtälön (3.1) toisesta puolesta ja yhtälöstä (3.2), saadaan
z = 2v + y = 2v + u− v = u+ v = s2 + t2
sekä




= 4uv = 4s2t2.
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Ottamalla viimeisestä yhtälöstä neliöjuuret puolittain, saadaan x = 2st. Kos-
ka y > 0, niin s > t.
Koska lukujen s ja t yhteinen tekijä (d = syt(s, t)) jakaa sekä luvun y että
luvun z, niin ehdosta syt(y, z) = 1 seuraa, että syt(s, t) = 1.
Vielä tulee osoittaa, että joko s tai t on pariton ja toinen parillinen. Tämä
on totta, sillä jos molemmat olisivat parilliset, myös luvut y ja z olisivat par-
illiset. Samoin kävisi, jos molemmat sekä s että t olisivat parittomat. Siispä
toinen luvuista s ja t on pariton ja toinen parillinen, joten s 6≡ t (mod 2).
Siispä jokainen primitiivinen Pythagoraan kolmikko saadaan annetuilla yhtä-
löillä. 
Lukujen s ja t avulla saadaan muodostettua primitiivisiä Pythagoraan
kolmikoita. Esimerkiksi silloin, kun s = 5 ja t = 2, saadaan x = 2st =
2 · 5 · 2 = 20, y = s2 − t2 = 52 − 22 = 21 ja z = s2 + t2 = 52 + 22 = 29, mikä
on Pythagoraan kolmikko, sillä 202 + 212 = 841 = 292.
Lemma 3.2.6. Olkoot x = 2st, y = s2 − t2 ja z = s2 + t2, missä s ja t
ovat keskenään suhteelliset alkuluvut siten, että toinen niistä on parillinen
ja toinen pariton ja s > t. Tällöin (x, y, z) on primitiivinen Pythagoraan
kolmikko.
Todistus. Kolmikko (x, y, z) on Pythagoraan kolmikko, sillä x2+y2 = (2st)2+
(s2 − t2)2 = s4 + 2s2t2 + t4 = (s2 + t2)2 = z2.
Tarvitsee siis enää osoittaa, että kolmikko on primitiivinen. Oletetaan,
että syt(x, y, z) > 1 ja olkoon p luvun d alkutekijä. Huomataan, että p 6= 2,
sillä se jakaa parittomat kokonaisluvut y ja z. Oletuksista p | y ja p | z
seuraa, että p | (z + y) ja p | (z − y) eli p | 2s2 ja p | 2t2. Jos p | 2t2 ja p ei ole
parillinen, niin p | t. Samoin myös p | s, mutta tällöin syt(s, t) = p 6= 1, mikä
on ristiriidassa oletuksen kanssa. Tästä seuraa, että d = 1, joten (x, y, z) on
primitiivinen Pythagoraan kolmikko. 
Lemmat 3.2.5 ja 3.2.6 yhdistämällä päästään seuraavaan lauseeseen:
Lause 3.2.7. (Pythagoraan yhtälö). Olkoot x, y ja z positiiviset kokonaislu-
vut niin, että x on parillinen. Tällöin (x, y, z) on primitiivinen Pythagoraan
kolmikko jos ja vain jos on olemassa keskenään suhteelliset alkuluvut s ja t,
joista toinen on parillinen ja toinen pariton, siten, että
x = 2st, y = s2 − t2 ja z = s2 + t2.
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Todistus. Lause todistettiin edellä Lemmoissa 3.2.5 ja 3.2.6. [9℄ 
Primitiivisillä Pythagoraan kolmikoilla on seuraavia ominaisuuksia, jotka
saadaan edellisen lauseen avulla:
Lemma 3.2.8. Jos (x, y, z) on primitiivinen Pythagoraan kolmikko, niin
joko x tai y on jaollinen luvulla 3.
Todistus. Jos 3 | s tai 3 | t, niin 3 | x, jolloin edellä mainittu väite toteutuu.
Oletetaan siis, että 3 ∤ s ja 3 ∤ t. Tällöin saadaan neljä erilaista vaihto-
ehtoa:
1. s = 3k + 1 ja t = 3l + 1,
2. s = 3k + 1 ja t = 3l + 2,
3. s = 3k + 2 ja t = 3l + 1 tai
4. s = 3k + 2 ja t = 3l + 2.
Kun kyseessä on ensimmäinen vaihtoehto, saadaan yhtälö
y = s2 − t2 = (3k + 1)2 − (3l + 1)2
= (9k2 + 6k + 1)− (9l2 + 6l + 1)
= 3(3k2 − 3l2 + 2k − 2l)
joten y on jaollinen luvulla 3. Tapauksessa 2 saadaan seuraavaa:
y = (3k + 1)2 − (3l + 2)2
= (9k2 + 6k + 1)− (9l2 + 12l + 4)
= 3(3k2 − 3l2 + 2k − 4l − 1)
eli päästiin tällöinkin tulokseen, että y on jaollinen 3:lla. Tapaus 3 on vastaava
kuin tapaus 2 ja viimeisen vaihtoehdon tapauksessa saadaan
y = s2 − t2 = (3k + 2)2 − (3l + 2)2
= (9k2 + 12k + 4)− (9l2 + 12l + 4)
= 3(3k2 − 3l2 + 4k − 4l),
joten 3 | y tällöinkin ja väite on osoitettu oikeaksi. 
Esimerkiksi kolmikossa (12, 35, 37), jossa x = 12 ja y = 35, x on jaollinen
luvulla 3, sillä 12 = 4 ·3. Toisaalta kolmikossa (28, 45, 53) luku 45 on jaollinen
kolmella (45 = 15 · 3).
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Lemma 3.2.9. Jos (x, y, z) on primitiivinen Pythagoraan kolmikko, niin
tarkalleen yksi luvuista x, y tai z on jaollinen luvulla 5.
Todistus. Lemman todistamiseksi tarkastellaan kokonaislukujen neliöiden
jakojäännöksiä jakamalla luvulla 5. Taulukkoon on koottu ensimmäiset neliölu-
vut jakojäännöksineen.
Taulukko 1: Neliöiden jakojäännöksiä
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
n2 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100
jäännös (mod 5) 1 4 4 1 0 1 4 4 1 0
Taulukosta huomataan, että neliöiden jakojäännökseksi jää vain luvut 0,
1 ja 4, kun jaetaan luvulla 5. Itse asiassa niin saadaan myös silloin, kun
lasketaan luvuilla 5k, 5k + 1, 5k + 2, 5k + 3 ja 5k + 4.
Taulukko 2: Jakojäännöksiä
luku neliö jäännös mod(5)
5k 25k2 0
5k + 1 25k2 + 10k + 1 1
5k + 2 25k2 + 20k + 4 4
5k + 3 25k2 + 30k + 9 4
5k + 4 25k2 + 40k + 16 1
Saatiin siis kaikille kokonaisluvuille n jakojäännökseksi 0, 1 tai 4, kun
jaetaan luvulla 5.
Oletetaan sitten, että sekä x että y eivät ole jaolliset luvulla 5. Tällöin
saadaan neljä erilaista vaihtoehtoa:
1. x2 ≡ 1 (mod 5) ja y2 ≡ 1 (mod 5),
2. x2 ≡ 1 (mod 5) ja y2 ≡ 4 (mod 5),
3. x2 ≡ 4 (mod 5) ja y2 ≡ 1 (mod 5) tai
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4. x2 ≡ 4 (mod 5) ja y2 ≡ 4 (mod 5).
Tällöin, koska kyseessä on Pythagoraan kolmikko (toteuttaa yhtälön x2+
y2 = z2), niin kongruenssin laskusääntöjen nojalla saadaan edellisistä vas-
taavassa järjetyksessä
1. z2 = 1 + 1 ≡ 2 (mod 5),
2. z2 = 1 + 4 ≡ 0 (mod 5),
3. z2 = 4 + 1 ≡ 0 (mod 5) tai
4. z2 = 4 + 4 ≡ 3 (mod 5).
Koska luvulla z2 ei voi olla jakojäännöstä 2 tai 3 5:llä jaettaessa (luvun neliö),
niin jakojäännös on 0 eli 5 jakaa luvun z.
Saatiin tulokseksi, että jos sekä x että y eivät ole luvun 5monikertoja, niin
z on viiden monikerta, joten vähintään yksi kolmikosta (x, y, z) on jaollinen
luvulla 5.
Koska kyseessä on primitiivinen Pythagoraan kolmikko, niin korkeintaan
yksi kolmikon luvuista on jaollinen luvulla 5, sillä syt(x, y, z) = 1. Tällöin
tarkalleen yksi luvuista on jaollinen luvulla 5. [12℄

Esimerkiksi kolmikossa (84, 13, 85) viimeinen luku (z) on jaollinen luvulla
5, kun taas muut eivät ole sillä jaolliset. Toisaalta Pythagoraan kolmikossa
(60, 91, 149) vain x on jaollinen 5:llä.
Lemma 3.2.10. Jos (x, y, z) on primitiivinen Pythagoraan kolmikko, niin
luku x on jaollinen luvulla 4.
Todistus. Olkoon x = 2st siten, että syt(s, t) = 1. Koska toinen luvuista s ja t
on parillinen (Lemman 3.2.5 todistus), niin x = 2(2n)(2n+1) = 4n(2n+1) =
4(2n2 + n) = 4m, kun n,m ∈ Z. Joten 4 | x. 
Nämä seuraukset näkyvät taulukossa 3, joka on muodostettu Pythago-
raan yhtälön mukaisesti.
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Taulukko 3: Primitiivisiä Pythagoraan kolmikoita
s t x = 2st y = s2 − t2 z = s2 + t2
2 1 4 3 5
3 2 12 5 13
4 1 8 15 17
4 3 24 7 25
5 2 20 21 29
5 4 40 9 41
6 1 12 35 37
6 3 36 27 45
6 5 60 11 61
7 2 28 45 53
7 4 56 33 65
7 6 84 13 85
8 1 16 63 65
8 3 48 55 73
8 5 80 39 89
8 7 112 15 113
9 2 36 77 85
9 4 72 67 97
9 6 108 45 117
9 8 114 17 145
10 1 20 99 101
10 3 60 91 109
10 5 100 75 125
10 7 140 51 149
10 9 180 19 181
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3.3 Fermat'n suuri lause
Pierre de Fermat (1601-1665) oli ranskalainen virkamies ja harrastelijama-
temaatikko, jota on kutsuttu harrastelijoiden kuninkaaksi johtuen ansiois-
taan matema-tiikan alalla. Fermat'n tutkimuskohteita olivat muun muassa
dierentiaali- ja integraalilaskenta, mutta hyvin tärkeä on hänen saavutuk-
sensa lukuteorian alalla.
Fermat'n suurta lausetta sanotaan myös Fermat'n viimeiseksi lauseeksi,
sillä kyseinen lause pysyi Fermat'n lauseista pisimpään todistamatta. Sekin
saatiin kuitenkin todistettua lähes 350 vuoden yrittämisen jälkeen. Fermat'n
suuri lause muistuttaa Pythagoraan lausetta ja siitä se on alkunsa saanutkin.
Tämä tunnettu lause kuuluu seuraavasti:
Lause 3.3.1. Diofantoksen yhtälöllä xn + yn = zn ei ole kokonaisluku-
ratkaisuja, jos n > 2.
Todistus. Todistus sivuutetaan sen monimutkaisuuden vuoksi. 
Diofantoksen yhtälö on saanut nimensä kreikkalaisesta matemaatikosta,
joka tutki muotoa ax+by = c olevia yhtälöitä ja niiden kokonaislukuratkaisu-
ja. Fermat'n suuren lauseen yhtälöä kutsutaan usein epälineaariseksi Diofan-
toksen yhtälöksi, sillä sen kuvaaja ei ole suora.
Fermat'n suurta lausetta hyvin monet yrittivät todistaa, mutta aina jos-
sakin tuli virhe, eikä lauseen todistus onnistunut kokonaisuudessaan koskaan
ennen kuin Andrew Wiles päätyi yrittämään sitä. Seitsemän vuoden uuras-
tuksen jälkeen hän pääryi esittämään todistuksen ensin vuonna 1993, mutta
joutui korjaamaan, joten lopullinen todistus julkaistiin vuonna 1995.
Wiles käytti todistuksissaan hyvin monenlaisia lukuteoria ominaisuuksia
ja todistuksia, alkaen muinaisten babylonialaisten tiedoista ja päätyen ellip-
tisiin käyriin ja niiden modulaarisuuteen. Fermat itse todisti lauseen oikeaksi
potensseilla 3 ja 4 ja vuonna 1983 Fermat'n suuri lause oli todistettu oikeaksi
luvun n arvoon miljoona asti, mutta se ei riitä siihen, että koko lause olisi
todistettu. [1℄
3.4 Pythagoraan kolmio
Määritelmä 3.4.1. Pythagoraan kolmio on suorakulmainen kolmio, jonka
sivut ovat kokonaislukujen mittaiset ja toteuttavat Pythagoraan lauseen.
Pythagoraan kolmion sivut ovat Pythagoraan kolmikko, sillä sivut ovat
kokonaisluvut. Pythagoraan kolmioihin sisältyy kiinnostava ominaisuus.
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Lause 3.4.2. Pythagoraan kolmion sisään piirretyn ympyrän säde on aina
kokonaisluku.
Todistus. Merkitään kolmion sisään piirretyn ympyrän sädettä r, kolmion






Kuvasta 24 nähdään, että Pythagoraan kolmio voidaan jakaa kolmeen kolmi-
oon, joiden jokaisen korkeus on ympyrän säde r ja kunkin kanta on ison
kolmion yksi sivu x, y tai z.
Kuva 24: Pythagoraan kolmio.











r(x+ y + z)
2
. (3.4)
Pythagoraan lauseen mukaan x2+y2 = z2. Lauseen 3.2.7 mukaan edellisen
yhtälön primitiiviset kolmikot saadaan yhtälöillä
x = 2st, y = s2 − t2 ja z = s2 + t2,
mutta kun halutaan kaikki ratkaisut, otetaan edellisten monikerrat:
x = 2kst, y = k(s2 − t2) ja z = k(s2 + t2),
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joissa k, s ja t ovat positiivisia kokonaislukuja. Merkitsemällä yhtälöt (3.3)




r(x+ y + z)
2
,
josta saadaan ympyrän säteelle lauseke
r =
xy
x+ y + z
.
Sijoittamalla x:n, y:n ja z:n lausekkeet yhtälöön, saadaan
r =
2kst · k(s2 − t2)
2kst+ k(s2 − t2) + k(s2 + t2)
,
mistä sieventämällä saadaan säteelle yhtälö
r = kt(s− t).
Koska k, s, t ∈ Z, niin niiden tulo on myös kokonaisluku eli säteen arvo on
kokonaisluku. [4℄ 
Lauseesta 3.2.7 seuraa myös Pythagoraan kolmioita koskevia ominaisuuk-
sia.
Seuraus 3.4.3. Pythagoraan kolmion kateettien pituuksien tulo on jaollinen
luvulla 12.
Todistus. Pythagoraan kolmion kateetit ovat x = 2st ja y = s2 − t2. Koska
luku x tai y on jaollinen luvulla 3 (Lemma 3.2.8) ja luku x on jaollinen luvul-
la 4 Lemman 3.2.10 mukaan, niin Aritmetiikan peruslauseen 3.1.13 nojalla
niiden tulo on jaollinen 12:lla. 
Seuraus 3.4.4. Pythagoraan kolmion kaikkien sivujen pituuksien tulo on
jaollinen 60:lla.
Todistus. Pythagoraan kolmiossa sivut voidaan ilmoittaa muodossa x = 2st,
y = s2−t2 ja z = s2+t2. Lemman 3.2.8 mukaan x on jaollinen luvulla 3, Lem-
ma 3.2.10 puolestaan kertoo, että x tai y on jaollinen 4:llä ja Lemman 3.2.9
mukaisesti joku sivuista on jaollinen luvulla 5. Näistä saadaan vastaukseksi,
että tulo on jaollinen luvulla 60. 
Seurauksessa 3.4.4 on kuusi erilaista vaihtoehtoa:
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1. 3 | x ja 4 | x ja 5 | x, esimerkiksi kolmio, jonka sivut ovat 60, 11 ja 61
(60 = 3 · 4 · 5, 60 · 11 · 61 = 671 · 60)
2. 3 | x ja 4 | x ja 5 | y, esimerkiksi kolmio 12, 35 ja 37 (12 = 3 · 4 ja
35 = 7 · 5), sillä 12 · 35 · 37 = 15540 = 259 · 60
3. 3 | x ja 4 | x ja 5 | z, esimerkiksi 24, 7 ja 25 (24 = 2 · 3 · 4 ja 25 = 5 · 5),
koska 24 · 7 · 25 = 4200 = 70 · 60
4. 3 | y ja 4 | x ja 5 | x, esimerkiksi kolmio 40, 9 ja 41 (2 · 4 · 5 = 40 ja
3 · 3 = 9), mistä saadaan 40 · 9 · 41 = 14760 = 246 · 60
5. 3 | y ja 4 | x ja 5 | y, esimerkiksi 8, 15 ja 17 (sillä 2 · 4 = 8 ja 3 · 5 = 15)
ja 8 · 15 · 17 = 2040 = 34 · 60
6. 3 | y ja 4 | x ja 5 | z, esimerkiksi kolmio, jonka sivut ovat 4, 3 ja 5
(4 · 3 · 5 = 60)
Lemma 3.4.5. Pythagoraan kolmion pinta-ala A = x·y
2
on kokonaisluku.
Todistus. 1◦ Jos Pythagoraan kolmion sivut ovat primitiiviset, Lemman 3.2.3
mukaan toinen kantasivuista x tai y on parillinen ja toinen on pariton. Koska
kolmion pinta-ala saadaan yhtälöllä (1.2), niin parillinen kateetti voidaan
jakaa luvulla 2 ja pinta-alaksi saadaan kahden kokonaisluvun tulo.
2◦ Jos taas sivut ovat ei-primitiiviset, ne on joko kerrottu parillisella tai
parittomalla kokonaisluvulla. Jos molemmat kateetit ovat parilliset, voidaan
jakaa kumpi luku tahansa 2:lla. Jos taas sivut ovat jonkin parittoman luvun
monikerrat, toinen kateetti on silti parillinen ja se voidaan jakaa kahdella.
Joten kohdista 1◦ ja 2◦ seuraa, että pinta-ala on kokonaisluku. 
On olemassa sellaisia Pythagoraan kolmioita, joilla on sama pinta-ala,
vaikka niillä on erimittaiset sivut. Samoin löytyy kolmioita, joiden piirit ovat
yhtä pitkät. Näitä löytyy helpommin kaikenlaisten kolmioiden parista kuin
niiden, joiden pituudet ovat primitiiviset. Taulukkoon 4 on koottu tällaisten
primitiivisten kolmioiden tietoja. Pythagoraan kolmioita, joilla on yhtä su-
uri pinta-ala, on tutkinut moni matemaatikko, kuten esimerkiksi Diofantos,
Pierre de Fermat sekä Lewis Carroll.
Vaikka Pythagoraan kolmion sivut ja pinta-ala ovat kokonaisluvut ja
samoin on myös sisään piirretyn ympyrän säteen laita, niin kolmiossa on
sellaisia osia, jotka eivät ole kokonaislukuja. Kolmion kulmat nimittäin ovat
irrationaaliset, ilmoitettiinpa ne asteina tai sitten radiaaneina. Esimerkiksi
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Taulukko 4: Primitiivisten Pythagoraan kolmioiden piirejä ja pinta-aloja.
sivujen pituudet piiri pinta-ala
20, 21, 29 70 210
12, 35, 37 84 210
60, 91, 109 260 2730
28, 195, 197 420 2730
168, 95, 193 456 7980
40, 399, 401 840 7980
180, 189, 261 630 17010
108, 315, 333 756 17010
364, 27, 365 756 4914
540, 99, 549 1188 26730
220, 459, 509 1188 50490
Pythagoraan kolmiossa (3, 4, 5) kulmat ovat asteina (36, 86989...◦; 53, 13010...◦;
90◦) ja radiaaneina (0, 64350...; 0, 92729...; 0, 78539...). Likimääräiset arvot
näille kuitenkin voidaan ilmoittaa, esimerkiksi asteen kymmenesosan tarkku-
udella kulmat ovat 36, 9◦, 53, 1◦ ja 90◦. [2℄
Jos Pythagoraan kolmion kulma on α astetta ja |α − 20| < 1
100
, niin
sanotaan kolmion olevan 20 astetta yhden sadasosan tarkkuudella. Olkoon
β jokin Pythagoraan kolmion kulma siten, että 0◦ < β < 90◦, ja e jokin
reaaliluku, jolle 0 < e < 1, e < β ja e < 90 − β. Arvioidaan yleisesti ottaen
kulmaa β sen tangentin tai kotangentin avulla. Merkitään tällöin seuraavasti:
X = tan(β − e) + sec(β − e),
Y = tan(β + e) + sec(β + e),
X ′ = cot(β + e) + csc(β + e) ja
Y ′ = cot(β − e) + csc(β − e).
Lisäksi on oletettu yleisesti, että tan2 θ = sec2 θ−1, tan θ = sin θ
cos θ
, sec θ = 1
cos θ
,
cot θ = cos θ
sin θ
ja csc θ = 1
sin θ
.
Lause 3.4.6. Olkoot u ja v positiiviset kokonaisluvut. Tällöin (1◦) X < u
v
<
Y , jos ja vain jos kolmio (2uv, u2−v2, u2+v2) eli sivua u2−v2 vastaan oleva




) − β| < e)
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ja (2◦) X ′ < u
v
< Y ′, jos ja vain jos kolmio (2uv, u2 − v2, u2 + v2) eli
sivua 2uv vastaan oleva kulma on suunnilleen β astetta e:n tarkkuudella
(| arctan( 2uv
u2−v2
)− β| < e).
Todistus. 1◦ Oletetaan, ettäX < u
v
< Y (1). β:n ja e:n määritelmistä johtuen
1 < X ja v < u. Koska X < u
v




























johon sijoittamalla X :n ja Y :n lausekkeet, saadaan epäyhtälöt
(tan(β − e) + sec(β − e))−
(
1















< (tan(β + e) + sec(β + e))−
(
1
tan(β + e) + sec(β + e)
)
. (4)















tan2(a) + 2 tan(a) sec(a) + sec2(a)− 1
tan(a) + sec(a)
.














joten yhtälöistä (3) ja (4) saadaan




< 2 tan(β + e). (3.5)
Jakamalla epäyhtälöt puolittain luvulla 2 päästään yhtälöön




< tan(β + e),
jossa keskellä olevassa lausekkeessa jaetaan primitiivisen pythagoraan kolmikon
kaksi lyhempää sivua keskenään. Ottamalla arkustangentit yhtälöistä ja siir-






− β < e.






− β| < e,
joten saatiin todistettua ensimmäinen yhtälö toiseen suuntaan. Vielä todis-
tetaan oikealta vasemmalle. Olkoon z = u
v
. Koska oletettu epäyhtälö voidaan
kirjoittaa muodossa (3.5), niin jakamalla keskimmäinen lauseke kahteen os-
aan saadaan






< 2 tan(β + e),
mikä vastaa epäyhtälöä




< 2 tan(β + e).
Huomataan, että epäyhtälön keskellä on luvun ja sen käänteisluvun erotus,
joten epäyhtälö saadaan muotoon
2 tan(β − e) < z − 1
z
< 2 tan(β + e),
jolloin epäyhtälö voidaan jakaa kahteen osaan ja tarkastella niitä erikseen.
Kun 2 tan(β−e) < z− 1
z
, niin siirtämällä kaiken samalle puolelle ja kertomalla
luvulla z > 0, päästään toisen asteen epäyhtälöön:
2 tan(β − e)− z +
1
z
< 0 || · z > 0
−z2 + 2 tan(β − e)z + 1 < 0.
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Tämän yhtälön nollakohdat löytyvät silloin, kun
z =
−2 tan(β − e)±
√





−2 tan(β − e)±
√
4(tan2(β − e) + 1)
−2
.
Ottamalla neliöjuuresta tekijä 4 ulos ja käyttämällä hyväksi oletusta tan2 θ =











z = tan(β − e)∓ sec(β − e),
joten z < tan(β − e)−
√
sec2(β − e) tai z > tan(β − e) + sec(β − e). Koska
tan(β − e) − sec(β − e) < 0, niin se ei käy vastaukseksi, sillä z < 0, joten
X = tan(β − e) + sec(β − e) < z.
Vastaavasti todistetaan, että z < tan(β + e) + sec(β + e) = Y , kun
z− 1
z
< 2 tan(β+e), sillä tällöin z:n arvot ovat väliltä ]0, tan(β+e)+sec(β+e)[.
Saatiin todistettua, että X < z = u
v
< Y .
Tapauksen (2◦) todistaminen menee vastaavasti.[2℄ 
Esimerkki 3.4.7. Tarkastellaan kolmiota, jonka sivut ovat 20, 21 ja 29.
Kolmio on primitiivinen Pythagoraan kolmio, sillä sen sivut ovat muotoa
20 = 2 · 5 · 2, 21 = 52 − 22 ja 29 = 52 + 22 eli u = 5 ja v = 2.





= 46, 39718◦) on asteen
kymmenesosan tarkkuudella 46, 4◦, koska X = tan(46, 4− 0, 1) + sec(46, 4−
0, 1) = 2, 4938, Y = tan(46, 4 + 0, 1) + sec(46, 4 + 0, 1) = 5, 5065 ja u/v =
5/2 = 2, 5 (eli 2, 4938 < 2, 5 < 5, 5065).





= 43, 6028◦ on puolestaan kymme-
nesosan tarkkuudella 43, 6◦, sillä X ′ = cot(α + e) + csc(α + e) = cot(43, 6 +
0, 1) + csc(43, 6 + 0, 1) = 2, 4938, Y ′ = cot(α− e) + csc(α− e) = cot(43, 6−
0, 1) + csc(43, 6− 0, 1) = 2, 5065, joten X ′ < u/v = 2, 5 < Y ′.
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4 Yhteenveto
Ajatuksena oli tarkastella tässä työssä sekä primitiivisiä että ei-primitiivisiä
kolmikoita, mutta en juurikaan käsitellyt ei-primitiivisiä kolmikoita. Lisäksi
olen kolmikoiden muodostamisessa käyttänyt vain yhdenlaista kolmikoiden
muodostamistapaa eli kolmikoita, jotka ovat muotoa (2st, s2− t2, s2+ t2). Jos
tätä työtä lähtisin laajentamaan, voisin tutkia muiden muodostamissääntöjen
ominaisuuksia sekä kolmikoita, jotka eivät ole primitiivisiä, vaikkakin niitä
on paljon.
Ennen kuin Fermat muodosti Pythagoraan yhtälön 2.1.1, oli löydetty
erilaisia muodostamistapoja Pythagoraan kolmikoille, esimerkiksi Pythago-
raan, Platon ja Euklideen säännöt, joilla löydettiin erilaisia kolmikoita, mutta
kaikkia kolmikoita niillä ei kuitenkaan löytynyt [10, 19-20℄. Näissä säännöissä
oli hankaluutena lisäksi toisaalta niiden erilaisuus ja toisaalta samanlaisuus,
joten sääntöjen laskukaavat saattoivat mennä helposti sekaisin.
Toisaalta olen tässä työssä päässyt todistamaan Pythagoraan lausetta
erilaisilla tavoilla ja olen huomannut, miten paljon niitä on kaikkiaan. Vaikka
lähteissä, joita olen käyttänyt on erilaisia todistustapoja, niitä löytyy myös
muualta. Haastavinta todistuksissa oli päästä sisälle todistuksen ytimeen,
jos sitä ei ollut suorasanaisesti kerrottu, mutta toisaalta sain käyttää myös
yksinkertaisia todistuksia, kuten kiertojen avulla todistamista, jossa näkee
melkein suoraan kuvien avulla kuinka todistus etenee.
Etsiessäni lähdemateriaalia työhöni yllätyin kun huomasin, että Itä-Suomen
yliopistossa ei ole juurikaan tehty opinnäytteitä, jotka käsittelisivät Pythago-
raan lausetta tai Pythagoraan kolmikoita. Tuntuuko aihe liian vanhanaikaiselta
vai ovatko muut aiheet vaan mielenkiintoisempia?Omasta mielestäni Pythago-
raan lause ei ole vanhanaikainen, sillä uusia erilaisia todistuksia löydetään
myös nykyaikana, esimerkiksi Zimban löytämä todistus on vain muutaman
vuoden vanha. Aihe ei puolestaan ole tylsä, sillä Pythagoraan lause on yksi
tunnetuimmista matematiikan kaavoista ja sille voi olla käyttöä arkielämässä.
42
Viitteet
[1℄ Azel, A. D. Fermat'n teoreema. WSOY, Helsinki. 1997
[2℄ Anglin, W. S. Using Pythagorean Triangles to Approximate Angles.
MAA, Vol. 95 (1988), Nro. 6, ss. 540-541
[3℄ Bogomolny, A. Pythagorean Theorem and its many proofs. 2012
http://www.ut-the-knot.org/pythagoras/index.shtml [luettu 3.7.2012℄
[4℄ Burton, D. M. Elementary Number Theory. MGraw-Hill, New York.
2011
[5℄ Caldwell, C. K. Proof of Fermat's Little Theorem. 1994
http://primes.utm.edu/notes/proofs/FermatsLittleTheorem.html
[luettu 30.5.2012℄
[6℄ Dunham, W. The Mathematial Universe: An Alphabetial Journey
Through the Great Proofs, Problems, and Personalities. Wiley, New
York, ss. 89-101. 1994
[7℄ Enylopædia Britannia. Thãbit ibn Qurrah. Enylopædia Britannia
Online Aademi Edition. Enylopædia Britannia In., 2012.
[8℄ Korhonen, H. Matematiikan historian henkilöhahmoja. MFKA-
kustannus, Orimattila/Lahti. 1995
[9℄ Koshy, T. Elementary Number Theory with Appliations. Aademi
Press, Amsterdam, ss. 579-629. 2007
[10℄ Loomis, E. S. The Pythagorean Proposition: Its Demonstrations Dna-
lyzed and Classied and Bibliography of Soures for Data of the Four
Kinds of "Proofs". NCTM, Washington, D. C. 1972
[11℄ Loomis, E. S. Another Proof of the Pythagorean Theorem. MAA, Vol. 8
(1901), Nro. 11, ss. 233




[13℄ Math Warehouse. Proving Triangles Congruent with SSS,
ASA, SAS, Hypotenuse Leg and Other Theore. Ei päiväystä.
http://www.mathwarehouse.om/geometry/ongruent_triangles/
[luettu 3.8.2012℄
[14℄ Zimba, J. On the Possibility of Trigonometri Proofs of the Pythagorean
Theorem. Forum Geometriorum, Nro. 9 (2009), ss. 275-278
44
